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Communiqué par David Goss
Dans ce papier, on rectiﬁe sous certaines hypothèses le théorème
principal (Théorème 2, page 52) de l’article ci-dessus en donnant
une formule arithmétique explicite des coeﬃcients de Li, λF (n).
© 2006 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
Les coeﬃcients de Li, λF (n), sont déﬁnis pour tout n ∈ Z par la somme sur les zéros non-triviaux
de F suivante :
λF (n) =
∑
ρ
[
1−
(
1− 1
ρ
)n]
,
où
∑
ρ
= lim
T→∞
∑
|Im(ρ)|T
.
Cette dernière limite existe bien. En effet, précisons tout d’abord que l’identité (1) de l’article [5]
signiﬁe que le produit de Hadamard est considéré comme limT→∞
∏
|Im(ρ)|T . La convergence du
produit se démontre grâce aux informations arithmétiques connues sur les zéros de F ∈ S . En effet,
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limT→∞
∑
|Im(ρ)|T 1ρ . Désormais, on notera
(i)
∑
ρ∈Z
1
ρ
= lim
T→∞
∑
|Im(ρ)|T
1
ρ
.
Par ailleurs, remarquons que la fonction ξF (s) = smF (s − 1)mF φ(s) est d’ordre 1. Ce qui prouve la
convergence de la somme
(ii)
∑
ρ
1+ Re(ρ)
(1+ |ρ|)2 < ∞.
En supposant de plus que l’ensemble Z des zéros non-triviaux de F ne contient pas 0 et 1 et en
utilisant (i) et (ii), on applique le Lemme 1 de Bombieri et Lagarias [2] aﬁn de justiﬁer la convergence
des coeﬃcients de Li, λF (n).
L’ensemble Z est invariant par l’application ρ → 1− ρ , alors
1−
(
1− 1
ρ
)−n
= 1−
(
ρ − 1
ρ
)−n
= 1−
( −ρ
1− ρ
)n
= 1−
(
1− 1
1− ρ
)n
,
et ceci donne λF (−n) = λF (n).
D’après le Théoème 1 de Bombieri et Lagarias [2], il en résulte que le Corollaire 1 de l’article [5]
est vrai puisque on a déjà supposé que 0 et 1 n’appartiennent pas à Z . De plus, λF (n) 0 doit être
remplacé par Re(λF (n)) 0. Par suite, le Corollaire 1 s’énonce comme suit
Corollaire 1. Soit F une fonction de la classe de Selberg non-nulle en s = 1. Tous les zéros non-triviaux de F
sont situés sur la ligne Re(s) = 1/2, si et seulement si, Re(λF (n)) 0, pour tout n ∈ N.
1. Le théorème principal
Le Lemme 1 n’est pas prouvé pour toute fonction de la classe de Selberg et reste donc une conjec-
ture dans sa généralité. Il convient donc de remplacer le Lemme 1 par l’hypothèse suivante :
H : il existe une constante c > 0 telle que F (s) n’admet pas des zéros dans la région :
{
s = σ + it; σ  1− c
log(Q F + 1+ |t|)
}
.
Cette hypothèse H (région sans zéros de type Landau) est vraie pour plusieurs exemples connus
de la classe de Selberg (La fonction zêta de Riemann, les fonctions L de Dirichlet, la fonction zêta
de Dedekind, . . . ) et plus généralement pour toute fonction de la classe de Selberg ayant un produit
eulérien polynomial et vériﬁant la condition de convolution de Rankin–Selberg (voir [3, §5.4] et [4]).
Par conséquent, il est nécessaire de modiﬁer l’énoncé du Théorème 2 [5] comme suit
Théorème 2. Soit F (s) une fonction de la classe de Selberg vériﬁant l’hypothèse H ci-dessus. Alors on a
λF (−n) =mF + n
(
log Q F − dF
2
γ
)
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n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)! limX→+∞
{∑
kX
ΛF (k)
k
(logk)l−1 − mF
l
(log X)l
}
+ n
r∑
j=1
λ j
(
− 1
λ j + μ j +
+∞∑
l=1
λ j + μ j
l(l + λ j + μ j)
)
+
r∑
j=1
n∑
l=2
(
n
l
)
(−λ j)l
+∞∑
m=0
(
1
m + λ j + μ j
)l
.
Ceci induit les modiﬁcations suivantes dans la preuve du Théorème 2.
La fonction test fn,X donnée dans [5] ne vériﬁe pas les hypothèses de la Proposition 1 [5]. Par
conséquent, il est nécessaire de modiﬁer l’énoncé de la Proposition 1 comme suit
Proposition 1 (Formules explicites de Weil). Soit f une fonction à variable complexe sur R vériﬁant les
conditions suivantes.
(1) La fonction f est normalisée,
2 f (x) = f (x+ 0) + f (x− 0), x ∈ R.
(2) Il existe une constante b > 0 telle que
VR
(
f (x)e(
1
2+b)|x|)< ∞,
où VR(.) désigne la variation totale sur R.
(3) Pour tout 1 j  r, la fonction G j(x) = f (x)e−ix
Im(μ j )
λ j vériﬁe
G j(x) + G j(−x) = 2 f (0) + O
(|x|).
Soit F (s) ∈ S . Alors,
∑
ρ
H(ρ) =mF
(
H(0) + H(1))+ 2 f (0) log Q F
−
∞∑
n=1
[
ΛF (n)√
n
f (logn) + ΛF (n)√
n
f (− logn)
]
+
r∑
j=1
+∞∫
0
{
2λ jG j(0)
x
− e
[(1− λ j2 −Re(μ j)) xλ j ]
1− e−
x
λ j
(
G j(x) + G j(−x)
)}
e
− x
λ j dx,
où
H(s) =
+∞∫
−∞
f (x)e(s−1/2)x dx et
∑
ρ
H(ρ) = lim
T→∞
∑
|Im(ρ)|<T
H(ρ).
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Pour X assez grand non-entier positif, soit
fn,X (x) =
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
fn(x) si − log X < x < 0,
1
2 fn(− log X) si x = − log X,
n
2 si x = 0,
0 sinon,
où fn(x) est donnée dans [5, Lemme 2]. Alors fn,X (x) satisfait les conditions de la Proposition 1. Soit
Hn,X (s) =
+∞∫
−∞
fn,X (x)e
(s−1/2)x dx,
alors on obtient
∑
ρ
Hn,X (ρ) =mF
(
Hn,X (0) + Hn,X (1)
)+ 2 fn,X (0) log Q F
−
∞∑
n=1
[
ΛF (n)√
n
fn,X (logn) + ΛF (n)√
n
fn,X (− logn)
]
+
r∑
j=1
+∞∫
0
{
2λ j fn,X (0)
x
− e
[(1− λ j2 −Re(μ j)) xλ j ]
1− e−
x
λ j
(
G j,n,X (x) + G j,n,X (−x)
)}
e
− x
λ j dx,
où G j,n,X (x) = fn,X (x)e−ix
Im(μ j )
λ j . En remplaçant fn,X par son expression, on trouve
Hn,X (0) =
+∞∫
−∞
fn,X (x)e
− x2 dx =
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
l! (log X)
l, (1)
Hn,X (1) =
+∞∫
−∞
fn,X (x)e
x
2 dx = 1+ O
(
1
X
(log X)n−1
)
, (2)
∞∑
n=1
[
ΛF (n)√
n
fn,X (logn) + ΛF (n)√
n
fn,X (− logn)
]
=
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)!
∑
kX
ΛF (k)
k
(logk)l−1 (3)
et en utilisant la représentation intégrale classique de Gauss de ddz logΓ (z)
Γ ′
Γ
(z) =
+∞∫ (
e−u
u
− e
−zu
1− e−u
)
du,0
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lim
X→∞
+∞∫
0
{
2λ j fn,X (0)
x
− e
[(1− λ j2 −Re(μ j)) xλ j ]
1− e−
x
λ j
fn,X (−x)eix
Im(μ j )
λ j
}
e
− x
λ j dx
= lim
X→∞
+∞∫
0
{
nλ j
x
− e
[1−( λ j2 +μ j) xλ j ]
1− e−
x
λ j
fn,X (−x)
}
e
− x
λ j dx
= lim
X→∞λ j
+∞∫
0
{
ne−x
x
− e
−( λ j2 +μ j)x
1− e−x fn,X (−λ j x)
}
dx
= nλ j Γ
′
Γ
(λ j + μ j) + λ j lim
X→∞
1
λ j
log X∫
0
{
ne−(λ j+μ j)x
1− e−x −
e−(
λ j
2 +μ j)x
1− e−x fn(−λ j x)
}
dx
= nλ j Γ
′
Γ
(λ j + μ j) + λ j
+∞∫
0
{
n −
(
n∑
l=1
(
n
l
)
(−λ j x)l−1
(l − 1)!
)}
e−(λ j+μ j)x
1− e−x dx
= nλ j Γ
′
Γ
(λ j + μ j) + λ j
+∞∫
0
{
−
n∑
l=2
(
n
l
)
(−λ j x)l−1
(l − 1)!
}
e−(λ j+μ j)x
1− e−x dx
= nλ j Γ
′
Γ
(λ j + μ j) − λ j
n∑
l=2
(
n
l
)
(−λ j)l−1
+∞∑
m=0
(
1
m + λ j + μ j
)l
. (4)
Alors, à partir des équations (1), (2), (3), (4) et en terminant comme dans l’article [5], on obtient
λF (n) =mF + n
(
log Q F − dF
2
γ
)
−
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)! limX→+∞
{∑
kX
ΛF (k)
k
(logk)l−1 − mF
l
(log X)l
}
+ n
r∑
j=1
λ j
(
− 1
λ j + μ j +
+∞∑
l=1
λ j + μ j
l(l + λ j + μ j)
)
+
r∑
j=1
n∑
l=2
(
n
l
)
(−λ j)l
+∞∑
m=0
(
1
m + λ j + μ j
)l
.
En utilisant le fait que λF (−n) = λF (n), on démontre la formule arithmétique donnée par le Théo-
rème 2 ci-dessus.
Remerciement
Nous remercions le referee pour le pointage de quelques erreurs et pour ses remarques sur ce
papier.
1114 S. Omar, K. Mazhouda / Journal of Number Theory 130 (2010) 1109–1114Références
[1] K. Barner, On A. Weil’s explicit formula, J. Reine Angew. Math. 323 (1981) 139–152.
[2] E. Bombieri, J.C. Lagarias, Complements to Li’s criterion for the Riemann hypothesis, J. Number Theory 77 (2) (1999) 274–
287.
[3] H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic Number Theory, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., vol. 53, 2004.
[4] J. Kaczorowski, A. Perelli, Strong multiplicity one for the Selberg class, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I 332 (2001) 963–986.
[5] S. Omar, K. Mazhouda, Le critère de Li et l’hypothèse de Riemann pour la classe de Selberg, J. Number Theory 125 (1) (2007)
50–58.
